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摘要　本文以 fp-同伦方法为工具 ,借助于一些适当的变换 ,研究有序的(B)空间中
的集值映象方程的多正解问题;在文中的有关工作中 ,还使用了集值映象的拟导数的
某些性质.
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1　引言
如所周知 ,有关集值映象方程




的导数(如[ 2 , 6 , 7]等))的性质.
此外 ,人们也注意开发其它工具.在[ 8 , 9]等工作中 ,成功地使用 fp-同伦方法(自 Schaefer
等以来 ,它一直被作为研究解的存在性问题的工具(见[ 5])),代替不动点指数和拓扑度 ,研究了
正解和非零解问题.这些工作表明 , f p-同伦方法也是研究正解和非零解的简便而有效的工具.
本文将进一步表明 , fp-同伦方法可开发成研究多正解和多解问题的简便工具.
本文通过一些适当的变换 ,采用一些有趣的技巧 ,利用 fp-同伦方法 ,研究了集值映象方程
的多正解问题 ,建立了若干在非线性分析的理论和应用中有意义的结果 ,它们从质的方面 ,发展
了[ 2 , 6-9]的工作.
2　预备
本文使用的某些符号的意义如下:
X :=(B)空间;K :=X 中的闭凸锥;K
。
:=K  {θ};≤:=X 中由K 导入的半序;Ψt:=
B(θ, t):={x ∈X ;‖ x ‖ <t};Ak , AK :=A ∩K ,  A ∩K ;2
X =X 的不空子集族;cf(E)、
B(E)、K(E):= E 的不空的闭凸 、有界 、紧的子集族;α(·):=X 中的非紧性测 度;I:=[ 0 ,
1] ;对于二元映象 F(x , t)(x ∈E , t ∈ I),记映象 F t(x):=F(x , t), F I(x):=∪
t ∈ I
F(x , t);
conv (A ∪B):=A ∪B 的凸包 , conv(A , b):= conv(A ∪{b});E 1:=实数全体.
本文中涉及的某些概念如下:
定义 1 设 E 是X 中的一个闭的θ邻域 ,又设 F:EK ×I ※2
X 和 f:EK ※2
X.
(1.1)F 称为K 映象如果([ 5 , 8 , 9]), F 是个点闭凸的闭映象.
(1.2)设 A 是θ的闭凸邻域且 A E.
i)f 称为满足(边界)条件(XC ,  AK)如果([ 8]),
y ≥/ x 　(x ∈  Ak , y ∈ f(x) A). (2)
　　ii)对某 w ∈K
。
, f 称为满足(边界)条件(XQ , A , w)如果([ 8]),
y ≮ x(x ∈  A ∩ L(w), y ∈ f(x)), (3)
L(w):={x ∈ K ;有 β >0使 x ≥βw}. (4)
　　在[ 8]中 ,避开不动点指数和拓扑度 ,而用 fp-同伦方法建立了有关方程(1)的正解问题的几
个结果 ,其中包括如下的:
命题 1([ 8 ,定理 2.4])设 1)θ的闭凸邻域C 、D 和数 r0 ∈(0 ,1)使得 D  r0C;2)T 0:CK
※ cf(K)满足边界条件(XC , CK),且对某 w ∈K
。
, T 0还满足边界条件(XQ , D , w);3)K 映
象 T :CK ×I※cf(K)使得 T I 是个广义有界的凝聚映象 ,且满足:
x  TI(x)(x ∈  CK ∪  DK). (5)
则方程(1)在 C
0
K  D 中有正解.
3 　正解问题的进一步结果
本节继续[ 8]的工作.不加证明地给出如下的:
引理 1 设 1)k ≥0 , C是含θ的凸集 , E  C;2)F :C※2X 是k-集压缩映象;3)泛函 φ:E




H(x):=φ(x)-1 ·F(φ(x)x)(x ∈ E). (6)
　　现设 R >r>r 0>0 ,记 C:= Ψ
R , D := Ψr , G:= Ψr 0 , Ψ(1):=C0 D 和 Ψ(0):=D 0 G.
同时 ,又构造泛函 φ0 、 φ: Ψ
(1)






[ (r0 -r)‖ x ‖ +r(R -r0)] (x ∈  Ψ
(1)
K ), (7)
φ(x):=φ0(x)/ ‖ x ‖ (x ∈  Ψ
(1)
K ), (8)
Υ(x):=φ(x)x (x ∈  Ψ(1)K ). (9)
现在 ,不加证明地给出如下的:
引理 2 设 Υ: Ψ(1)K ※X 定义如(9).则 Υ是个连续映象 ,且满足
Υ(x)
∈ GK 　(x ∈  Ck),
= x 　　(x ∈  Dk),




　　定理 1 设 1)w ∈K
。





件(XC ,  GK)和(XQ ,  D , w);3)K 映象 T :DK ×I ※cf(K)使得 T I 是个 k-集压缩映象(这
里 , k ∈[ 0 ,1)),且满足
x  T I(x)(x ∈  DK ∪  GK). (11)
则方程(1)在 D 0K  G 中有正解.
证明 1°.取 R >r ,记 C:= ΨR 和 Ψ(1):=C0 D ;又构造映象 Υ: Ψ(1)K ※K 和泛函:φ Ψ
(1)
K ※
E 1 如(8)和(9)所示.利用它们和 T ,进一步构造映象 H:CK ×I ※cf (K)如下:
H(x , t):=
T(x , t)　　　　　　　(x ∈ D 0k , t ∈ I),
φ(x)-1 · T(Υ(x)t), 　(x ∈  Ψ(1)K , t ∈ I).f
(12)
　　2°可以证明 ,上述 H 满足前面命题 1中关于 T 的所有条件限制.于是 ,据命题 1 ,有 x ∈C
0
K
 D ,使得 x ∈ H 1(x)=φ(x)
-1
·T 1(Υ(x)).现令  x :=Υ(x).则得 , θ∈ T 1( x)- x 和 x ∈D
0
k
 G ,即 ,  x 是方程(1)在 D
0
K  G中的一个正确.证毕.
定理 2 设 i)定理 1的条件 1)和 2)均被满足;ii)K 映象T :DK ×I ※cf(K)满足(11),且使
得 T I 是个凝聚映象.则方程(1)在 D
0
K  G 中有正解.
证明 设定理的结论不真 ,即设 θ T 1(x)-x , (x ∈D
0
K  G),这时:1°可以证明 ,有 ε1 ∈
(0 ,1)和 ε0 ∈(ε1 ,1)使得:
　　　　　θ λT 1(x)-x (λ∈(ε1 , 1] , x ∈D
0
K  G), (13)
x  λT 0(x)+βw (λ∈(ε0 ,1] , x ∈ Dk , β≥0), (14)
x  λT(x , t)(λ∈(ε0 ,1] , x ∈ Dk ∪  GK , t ∈ I). (15)
2°现在 ,任意取定 λ∈(ε0 ,1).这时:i)由于 ω≠θ且D 有界 ,故易证有 β0>0使得
β0 w +z ≮ x (x ∈  DK , z ∈ λT 0(x)). (16)
还可证明 ,有  r ∈(r0 , r)使得对于 U := Ψ
r有
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x  ψ(x)·λ· T(x , t)+(1 -ψ(x))(λT 0(x)+(1 -t)β0 w )(x ∈ DK  U
0
, t ∈ I). (17)
这里 ,泛函 ψ:DK ※I 是定义如下的连续泛函:
ψ(x):=
1　　　　　　　　　　(x ∈ UK),
(r -‖ x ‖)/(r - r)　(x ∈ DK  U).
(18)
ii)现在 ,对于上述  r 、U 和ψ,构造映象 F :DK ×I ※cf(K)如下:
F(x , t):=
λT(x , t) (x ∈ UK , t ∈ I),
λψ(x)T(x , t)+(1 -ψ(x))[ λT 0(x)+(1 -t)β0 w ] (x ∈ DK  U , t ∈ I). )
可以证明 ,F 满足定理 1中关于 T 的所有条件限制.
据定理 1 ,有 u ∈ D0K  G 使得θ∈F 1(u)-u.这时 ,若 u ∈ UK ,则据 F 的定义得θ∈λT 1






定理 3 设 1)R >r>r0 , w ∈K
。
,记 C:= ΨR , D:= Ψr , G:= Ψr0 ;2)T 0:CK ※cf(K)满足
(边界)条件(XC , CK), (XC ,  GK)和(XQ , D , w);3)K 映象 T :CK ×I※cf(K)使得 T I 是
个凝聚映象 ,且使得
x  T I(x)(x ∈  CK ∪  DK ∪  GK). (19)
则方程(1)在 C0K 中至少有三个解 ,且其中至少有两个正解.
为证明本定理 ,先给出(证明略)如下的
引理 3 设 1)R >0 , C:= Ψ
R
;2)F 0:CK ※cf(K)满足边界条件(XC ,  CK);3)K 映象
F :CK ×I ※cf(K)使得 FI 是个凝聚映象 ,且使 x  FI(x)(x ∈  CK).则方程 θ∈F 1(x)-x
在C0K 中有解.
定理 3的证明 考虑 T 在 GK ×I 上的限制F ,则 F 0 满足条件(XC ,  GK).据引理 3 ,方程
(1)在集 G0K 中有解 x 0.
又考虑 T 在 DK ×I 上的限制 H ,则 H0 满足条件(XQ ,  D , w)和(XC ,  GK).据定理 2
得 ,方程(1)在 D 0K  G 中有解 x 1.
最后 ,因 T 0满足条件(XC ,  CK)和(XQ ,  D , w),据命题 1 ,方程(1)在 C
0
K  D 中又有解
x 2.当然 ,至少 x 1和 x 2是正的.证毕.
进而可得如下的
定理 4 设 1)R 、r 、r0 、C 、D 、G 如定理 3所示 ,且 w 1 , w2 ∈ K
。
;2)T 0:CK ※cf(K)满足条
件(XQ ,  C , w 1),(XQ ,  G , w2)和(XC ,  DK);3)K 映象 T :CK ×I ※cf(K)满足(19),且使
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T I 是个凝聚映象.则方程(1)在 C
0
K 中至少有两个正解.
定理 5 设 i)定理 3的条件1)被满足;ii)T 1:CK ※ cf(K)是个满足条件(XC ,  CK), (XC ,
 GK)和(XQ ,  D , w)的凝聚 K 映象 ,且使方程(1)在边界 CK ∪  DK ∪  GK 上无解.则方程
(1)在 C0K 中至少有三个解 ,其中至少有两个是正的.
定理 6 设 i)定理 4的条件 1)被满足;ii)T 1:CK ※ cf(K)是个满足条件(XQ ,  C , w 1),









和 k ∈[ 0 ,1);2)T 1:K ※cf(K)是个在 DK 上无不
动点的 k-集压缩的K 映象 ,且使 θ∈ T 1(θ);3)T 1 满足条件(XQ ,  D , w);4)T 1 在 a=θ和
∞处沿 K 拟可微 ,且相应的拟导数 f 0和 f 1 满足:ki:=sup ‖ y‖ ;y ∈ f i(x), x ∈ Ψ
1
K关 方 ) <1.
则方程(1)在 K 中至少有三个解 ,其中至少有两个是正的.
证明 不妨设有  r ∈(0 , r)使方程(1)在  Ψ rK 中无正解 ,即设 x  T 1(x)(x ∈ Ψ
 r
K  {θ}).




T 1(x) (x ∈ K , t =1),
f i(x) (x ∈ K , t =0),
{ty 1 +(1 - t)y2;y 1 ∈ T 1(x), y 2 ∈ f i(x), ||y1 -y 2||≤ R i(x)　(x ∈ K , t ∈ (0 , 1)).
这里 , R 0(x)=sup lim n h (xn , θ);在 K 中 xn ※x)使 , R1(x):=sup lim n h (x n , ∞);在 K 中 xn ※x0K ,
其中泛函 h(x′, a):=sup{‖y ‖;y ∈ W(a , x′)}(a=θ, ∞).
据[ 7] ,上述映象 F(i)具有如下性质:(i)是点闭凸的 ,即 F(i)(x , t)∈ cf(K);(ii)F(i)是个
K 映象;(iii)F(i)I 是 k-集压缩映象;还可得 ,有 R >r> r >r0>0使得 x  F
(0)(x , t)(x ∈K ,
  x  =r0 , t ∈ I), 和 x  F
(1)(x , t)(x ∈K ,   x  =R , t ∈ I).




(当 x ∈ DK  G
0)或:=1(当 x ∈ G0K),
ψ1(x):=(R -||x||)/ (R -r)(当 x ∈ CK  D
0
).　　　
容易验证 , ψ0 和 ψ1 均连续 ,且值域在 I 中.
进一步构造映象 F :CK ×I※ cf(K)如下:
F(x , t):=
(1-ψ1(x))F
(1)(x , t)+ψ1(x)· T 1(x)　(x ∈ CK  D
0),
T 1(x) (x ∈  DK),
ψ0(x)F
(0)
(x , t)+(1-ψ0(x))T 1(x)　　(x ∈ D
0
K).
(其中 t ∈ I).可以证明 ,F 满足定理 3关于 T 的所有条件限制.
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3°根据定理 3 ,有 x 0 , x 1 和 x 2 ∈C
0
K 使 x i ∈F 1(x i),(i=0 , 1 , 2),且至少 x1 和 x 2 是正的.
另一方面 ,故由 F 的定义可见 ,F 1(x)=T 1(x)(x ∈ CK).综合以上则得 , x 0 , x 1和 x 2 均为方程
(1)的解 ,且至少(如上所说)x 1和 x 2 是正的.证毕.
说明 作为本文的结束 ,请让我们指出:由于定理 7的证明中所用到[ 7]中的有关结果原是对
严格集压缩映象所建立的 ,故定理的条件中才讨论 T 1 是严格集压缩映象的情形.进一步考虑的
研究表明 ,可以进一步考虑把[ 7]的有关结果推广到凝聚映象 、甚至更广的映象类上去的问题 ,从
而今后就有可能考虑把上述定理 7作相应拓展的问题.
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